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Аннотация 

В работе проведён анализ определения и классификации геометрических мест точек 
(ГМТ) в контексте решений проектных инженерных задач. Описан алгоритм определения 
ГМТ, равноудалённых от одной, двух, трёх и четырёх точек, методами аналитической и 
евклидовой геометрии, а также методами трёхмерного моделирования и анализа данных и 
решений. Сделан вывод об эффективности применения различных методов решений 
инженерно-конструкторских задач оптимизации геометрического характера. 
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ABSTRACT 
 

An analysis of the definition and classification of geometric locations of points in the context 
of solutions to design engineering problems was carried out. Described is an algorithm for 
determining the geometric locations of points equidistant from one, two, three and four points 
using analytical and Euclidean geometry methods, as well as three-dimensional modeling and 
analysis of data and solutions. The conclusion was made about the effectiveness of using various 
methods for solving engineering design problems of optimization of a geometric nature. 
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Понятие геометрическое место точек в проектировании форм деталей машин и 
механизмов в машиностроении является основой для решения, как правило, комплексных 
задач оптимизации.  

Геометрическим местом точек (ГМТ) называется такая совокупность точек, которая 
содержит все точки, обладающие каким-либо свойством, и не содержит ни одной точки, не 
обладающей этим свойством [1].  

Для определения ГМТ при решении инженерно-конструкторских задач 
применяются методы аналитической и евклидовой геометрии, а также методы трёхмерного 
моделирования и анализа данных и решений.  

Согласно классификации, изложенной в исследовании [2], ГМТ можно 
структурировать на две категории: ГМТ, обладающие позиционными свойствами, и ГМТ, 
обладающие метрическими свойствами. К первой категории относятся ГМТ, основанные на 
взаимной принадлежности геометрических фигур (точек, линий, поверхностей) и тел. Ко 
второй категории относятся ГМТ,  обладающие определёнными соотношениями углов или 
(и) расстояний от фиксированных геометрических фигур или тел.  

Согласно классификации, изложенной в исследованиях [3], ГМТ можно 
классифицировать на три вида: ГМТ, имеющие смысл только при единственном значении 
аргумента (расстояние, угол и т.п.); ГМТ, имеющие решение при определённых значениях 
или пределах аргумента; ГМТ является постоянным и определяется заданием исходных 
данных. 
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Исследованиями по изучению ГМТ занимались учёные И.И. Александров [4], Г.С. 
Иванов [5] и др., много работ по исследованию ГМТ, равноудалённых от геометрических 
фигур в пространстве, написано В.И. Вышнепольским [6]. При конструировании сложных 
поверхностей и поиске оптимальных решений технических задач инженерного анализа и 
оптимизации практическая значимость исследований зависимости ГМТ от относительного 
положения геометрических фигур и определение вида и порядка ГМТ при непрерывности 
множества уникальна. 

Рассмотрим ГМТ, равноудалённых от исходных фиксированных точек. 
ГМТ от одной точки, представляет собой поверхность сферы. Данное ГМТ имеет 

смысл при определённых исходных данных (расстоянии) и определяется  уравнением 
сферы в прямоугольной системе координат (1): 

(x-x0)2+(y-y
0
)2+(z-z0)2=R2,                                 (1) 

где (x0,y
0
,z0) — координаты исходной точки, R — расстояние от исходной точки. 

ГМТ от двух точек, представляет собой плоскость, проходящую через середину 
отрезка, соединяющего исходные точки, и перпендикулярную ему:  

A(x- A

2
)+B(y- B

2
)+C(z- C

2
)=0,                                 (2) 

гдеA=x1-x0, B=y
1
-y

0, 
 C=z1-z0 —координаты нормального вектора, (x0,y

0
,z0) и (x1,y

1
,z1) 

— координаты исходных точек. 
ГМТ от двух точек A и B в общем случае на чертеже (эпюре), содержащим две или три 

проекции, можно задать двумя пересекающимися прямыми частного положения 
(например, фронталью и горизонталью) или следами плоскости (рис. 1). 

 
Рис 1. ГМТ, равноудалённое от двух фиксированных точек 
В САПР в трёхмерном модельном пространстве возможно определение ГМТ, 

равноудалённое от двух точек, посредством построения пространственного отрезка, 
определения его характерной точки и построения элемента вспомогательной геометрии - 
плоскости через точку, перпендикулярно ребру. 

ГМТ от трёх точек, не лежащих на одной прямой, есть прямая, проходящая через 
центр окружности, описанной вокруг треугольника, вершинами которого являются три 
исходные точки, перпендикулярная плоскости треугольника. 

Для определения уравнения прямой необходимо представить ГМТ, как линию 
пересечения ГМТ, равноудалённых от двух попарно взятых точек. Эти ГМТ представляют 
собой плоскости, проходящие через середину отрезка, соединяющего две точки и 
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перпендикулярные к нему. Соответственно, отрезок, соединяющий две вершины, является 
нормальным вектором плоскости.  

x3=
1
2

(x0+x1), y
3
=

1
2

(y
0
+y

1
), z3=

1
2

(z0+z1), 

где (x0,y
0
,z0), (x1,y

1
,z1),(x2,y

2
,z2)  — координаты исходных точек, (x3,y

3
,z3)  — 

координаты середины отрезка, соединяющего две точки. 

x4=
1
2

(x2+x1), y
4
=

1
2

(y
2
+y

1
), z4=

1
2

(z2+z1) 

где (x4,y
4
,z4) — координаты середины отрезка, соединяющего две точки. 

n1തതത=ቄx1-x0;y
1
-y

0
;z1-z0ቅ, n2തതത=൛x2-x1;y

2
-y

1
;z2-z1ൟ, 

где n1തതത и n2തതത — нормальные векторы. 
Уравнение прямой или ГМТ от трёх точек, не лежащих на одной прямой:  

ቊ
x-x3)(x1-x0)+(y-y

3
)(y

1
-y

0
)+(z-z3)(z1-z0)=0,

x-x4)(x2-x1)+(y-y
4
)(y

2
-y

1
)+(z-z4)(z2-z1)=0.

                (3) 

ГМТ от трёх точек A, B и C в общем случае на чертеже (эпюре) возможно определить 
построением перпендикулярной прямой к центру описанной окружности вокруг 
треугольника, вершинами которого являются исходные точки. На рис. 2. с помощью 
вращения вокруг фронтали определяется натуральный вид треугольника и, 
соответственно, с помощью элементарных геометрических построений центр описанной 
окружности, далее определяются проекции центра, и на основании свойств ортогонального 
проецирования строятся проекции искомого ГМТ, прямой. 

 
Рис 2. ГМТ, равноудалённое от трёх фиксированных точек 
В САПР в трёхмерном модельном пространстве возможно определение ГМТ, 

равноудалённых от трёх точек, посредством построения вспомогательной плоскости по 
трём исходным точкам, создания эскиза в этой плоскости для построения центра описанной 
окружности и дальнейшего построения прямой в пространстве по точке и вектору нормали 
к плоскости.   

ГМТ от четырёх точек, не лежащих на одной прямой, есть центр сферы, поверхность 
которой проходит через эти точки. При определении данных ГМТ решением может быть 
несколько точек, в зависимости от исходных данных. 
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Для определения координат точки решается система уравнений с подстановкой 
координат исходных точек в уравнение сферы: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧(x0-x4)2+(y

0
-y

4
)2+(z0-z4)2=R2,

(x1-x4)2+(y
1
-y

4
)2+(z1-z4)2=R2,

(x2-x4)2+(y
2
-y

4
)2+(z2-z4)2=R2,

(x3-x4)2+(y
3
-y

4
)2+(z3-z4)2=R2.

                              (4) 

где (x0,y
0
,z0), (x1,y

1
,z1), (x2,y

2
,z2), (x3,y

3
,z3)— координаты исходных точек, (x4,y

4
,z4) — 

координаты искомого ГМТ, R — радиус сферы. 
ГМТ от четырёх точек A, Bи Cв общем случае на чертеже (эпюре) определяется в 

следующей последовательности: по трём исходным точкам строим проекции треугольника 
и с помощью методов преобразования чертежа определяем его натуральный вид. На рис. 3 
натуральный вид треугольника ABC определён с помощью замены плоскостей проекций. 
Далее, определяем центр описанной окружности этого треугольника. Эта окружность 
является параллелью искомого центра сферы. Строим параллель через точку D . Две 
параллели в плоскости π4  занимают проецирующее положение. Через крайние точки 
проекций параллелей возможно определить с помощью элементарных геометрических 
построений проекции центра сферы. Далее, определим проекции центра сферы в 
начальной системе плоскостей и осях координат. Необходимо понимать, что построение 
необходимо повторить с группами других точек соответственно. Таким образом, возможно 
при определённых положениях исходных точек получить четыре решения.  

 

 
Рис 3. ГМТ, равноудалённое от четырёх фиксированных точек 
В САПР в трёхмерном модельном пространстве возможно определение ГМТ, 

равноудалённых от четырёх точек с помощью построений элементов каркаса и 
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вспомогательных плоскостей. Вспомогательная плоскость строится по трём исходным 
точкам, эскиз в этой плоскости строится для построения центра описанной окружности, 
строится прямая в пространстве по точке и вектору нормали к плоскости; затем строится 
плоскость, перпендикулярная к пространственному отрезку, проведённому через 
четвертую точку и точку, являющуюся вершиной треугольника. Плоскость должна 
содержать точку, являющуюся серединой отрезка.  Точка пересечения прямой в 
пространстве и плоскости является равноудалённой точкой. Такие построения необходимо 
повторить со всеми группами точек. При определённых исходных условиях задача будет 
иметь четыре решения. 

Таким образом, для решения инженерно-конструкторских задач при определении 
ГМТ, равноудалённых от исходных точек, эффективно могут применяться методы 
аналитической и евклидовой геометрии, а также методы трёхмерного моделирования и 
анализа данных и решений.  
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